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SOMMAIRE 
La dkermination de la plus gmnde fonction convexe aur une partie ouverte et 
convexe d’un espace localement convexe E, minorant une fonction front&e don&e, 
d&nit un problAme de Dirichlet et m6me une theorie locale du potentiel non&n&ire 
dans E. 
INTRODUCTION 
La theorie axiomatique des espaces harmoniques, comme d&rite par 
exemple dans Constantinescu et Cornea [1972], eat une theorie lineaire 
sur un espace de base localement compact. 
Le debut d’une theorie axiomatique non-lineaire sur un espace locale- 
ment compact est don& dans Constantinescu [1965] et [1976], lea axiomes 
de cette theorie &ant inspires par une certaine classe d’equations aux 
d&i&es partielles non-lineaires. Dana [1976] nous Btudions du point de 
vue potentialiste une gen&alisation de l’equation non-lineaire de Monge- 
Ampere aux espaces localement convexes. 
Le present memoire introduit lea rudiments d’une autre theorie du 
potentiel non-axiomatisee et fortement non-lineaire, sur un espace non 
necessairement localement compact. Elle a I% inspiree par le probleme 
geom&rique suivant. 
Soit U une partie ouverte, bornee et convexe de ‘IP et soit f : ~II U --f ‘k\ 
une fonction bornee. On cherche le corps convexe (eventuellement 
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degentke) K C ‘lY x ‘I& de volume minimal, tel que U soit la projection 
de K sur ‘W et tel que le graphe de f soit contenu dans K. Soit U, resp. a, 
la plus grande fonction convexe s.c.i. sur V, minorant f, resp. -f. 
Dbignant par T, et T, les Bpigraphes de u et de v, on deduit aisement 
des resultats du paragraphe 4 que la solution du probleme est don&. par 
K=T, A (-TV). Nous n’insisterons pas sur les consequences architec- 
toniques de ce resultat dens une so&W saris fermes. 
Lea trois premiers paragraphes donnent une partie necessaire de la 
theorie des fonctions convexes dans un espace localement convexe. Dans 
ce cadre, le theor. 3.5 nous parait nouveau. 
Dans le paragraphe 4, on introduit l’operateur de type Dirichlet f I+ Hf, 
oh EF;” est la plus grande fonction convexe s.c.i., minorant f dans bU. 
C’est un operateur concave, non-additif et continu par rapport a la 
topologie de la convergence uniforme. 
Dans le paragraphe 6 on introduit les prefaisceaux 4, d et A?* des 
fonctions “hyperharmoniques”, “harmoniques” et “hypoharmoniques”. 
Chaque X’,(U) est un cone convexe; k%(U) et d(U) sont en general des 
c6nes non-convexes. &?* est un faisceau; @ et d ne sont pas, en gfkkal, 
des faisceaux. Le theoreme de convergence des fonctions harmoniques 
n’est valable, en general, que pour les familles decroissantes (5.9-10). 
Dans le paragraphe 6 on deduit quelques th&oremes de regularit& En 
particulier, tout espace de Banach reflexif possede une base d’ouverts 
reguliers par rapport a l’op&ateur H” (6.8). 
Le paragraphe 7 donne quelques principes du minimum, satisfaits par 
un prefaisceaux. Cependant, le principe le plus utile est prouve seulement 
pour le cas de dimension finie et nous ne savons pas s’il est valable pour 
des cas plus g&Araux (7.4). 
1. NOTATIONS, P RlhlMINAlRES 
E sera toujours un espace vectoriel reel, de dimension > 1, muni d’une 
topologie localement convexe &pa&e 4. Le dual topologique de (E, 42) 
sera design6 par E’. Sauf mention du contraire, E’ sera muni de la topologie 
faible G(E’, E). Si M est un sous-espace de E’, on designe par az~ l’appli- 
cation canonique de E’ sur E’/M et par MO le polaire de M dans E. 
Soit (P, V) un espace topologique. On note V(x), respectivement 
T(A), l’ensemble des voisinages ouverts de 2 E F, respectivement de 
A C F. L’ensemble des parties compactes de F sera designe X (ou, si 
besoin est, par X(F), S(F, 9’“) ou X(Y)). La front&e dune partie A 
de F sera designee par bA. 
On identifiera parfois une partie A de F & sa fomtion in&k&ice XA, 
d&inie par XA(X) = 0 si z E A, XA(z) = 00 si 2 $ A. Pour chaque ensemble 
.F de fonctions numeriques sur F, .W designera l’ensemble des for&ions 
finies f E 9, 9~ l’ensemble des fonctions continues f E 9 et 22x0 l’ensemble 
des fonctions bornees f E 9. Pour toute fonction numerique f, d&nie 
dans un ensemble B et pour toute partie A de B, on designe par 1Af la 
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fonction Bgale 11 f dana A, 6gale A 0 ailleurs. Pour toute fonction numhique 
f, d&inie dans B 3 P, on Bcrira f E .F si lpf E .F. On 6crit f> - oo dans P, 
respectivement f < 00 dans F, si f ne prend pas la valeur - 00, respective- 
ment la wleur 00, dans F. 
Si (F, V) eat un espace linkre topologique, on 6crit A C B s’il existe 
un voisinage W E V(O) tel que A + W C B C F. L’enveloppe convexe d’une 
partie A de F eat d6sign6e pa,r co (A), l’enveloppe convexe 6quilibrth 
pa.r &co (A), lea enveloppes ferm6es par G (A) et G (A) respectivement. 
On note La, respectivement La , a + 1 droite engendr6e par un vecteur q# 0 
de F, respectivement la demi-droite {&: il> 01. 
Pour toute fonction numhique f, dhfinie dans A C F, on dhigne par f, 
et l’on appelle 9+uhrh?e KC.&, la borne suphieure des miuorantes de f, 
d&inies et s.c.i. dctns 2. Evidemment, on a 
pour tout x E B et J eat s.c.i. dans 6. La r~gularis~e 8.c.s. de f eat la fonction 
&- -(7). 
Soit C une partie convexe de F. Utilisant (en outre) la convention 
=+( -CG) = - ca+ oo= 00, une fonction numhique f E ac eat convexe 
ah8 C si elle vhrifie la relation 
x, YEC, o<iz<1 ~f(~+(l-I)y)<~f(f)+(1-I)f(y). 
On dhigne par U(C) l’ensemble des fonctions convexes dens C. On 
Bcrit parfois V au lieu de V(F). En vertu de la convention iutroduite ci- 
dessus, on a C E % si et seulement si C eat une partie convexe de F. On 
dhigne par d(C), respectivement par .w’, l’ensemble des fonctions afliues 
ties et continues dans C, respectivement dans F. 
REMARQUE 1.1. Soient x, y E u E * n %? et 0 # u E E. Lea relations 
2 + L,+ C U et y + L,+ C U sont Bquivalentes. 
En effet, supposons A> 0 et x+ Au E aU. Soient r, E E’ et c E Q tels que 
p(x+h)=c et U Cp-l((- 00, c)). On a p(u) > 0, done supa> p(y + au) > c 
et y+L,+ Q: u. cl 
DEFINITION 1.2. Une partie U E 4? n V de E eat dite &paulke si 
g=co (bU). L’ensemble des parties ouvertes, convexes et Bpaukhs de E 
eat not6 9%. 
LEMME 1.3. Soit U E @ n 0. Lea relations suivantes SOnt equivalent&s : 
1. UEL&. 
2. D=co (bU). 
3. Unc0(bU)=O+U=O. 
4. U#E et U n’est pas un demi-espace ouvert. 
5. U=P, ou il existe x E U et une droite L, contenant 2, tels que L n U 
soit un intervalle ouvert born& 
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6. Quel que soit x E U il existe une droite L, contenant x, telle que L n U 
soit un intervalle ouvert borne. 
7. U=@ ou f&+7), f> -co =+SUpEf= sup&. 
1 +- 2 =+ 3 =+ 4 : C’est kident. 
4 * 5 : Soit z E U ; comme U # E il existe un point w E b U. Choisissons 
p E E’\(O) et c E B tels que p(w) =c et U C +((c, co)). 11 existe y $ U 
tel que p(y) >c, et il existe A E [0, 1) tel que A> (p(z) --p(y))/(&) -c). 
On a x= 3iw + (1 -A)2 E U et p(x) <p(y). Par suite, la droite L passant par 
x et y satisfait a 
LnUC 
C 
P(Y) --c P(X) --c 
P,(Y)--244 x- P(Y)-P,(X) yy y 1 * 
5 =+ 6 : C’est une consequence immediate de la remarque 1 .l. 
6 =+ 7 : Soit V un voisinage connexe de a = sup,‘ 8 f(x) E ( - 00, oo] et 
soit y E 0 tel que f(y) E V. 11 existe yi, y2 E bU tels que y E (yi, y2) et par 
suite max (f(yd, f(y2)) E VT. 
7 =+ 1: On pose f=O dans co (bU), /=CCJ dans U n c co (bU). 
DEFINITION 1.4. On dit qu’une partie U E ~2% de E est hyperkpaulke, 
notation U E ,%&, si dim (E) = 1 ou si u n H =co (bU n H), quel que soit 
l’hyperplan fermd H. 
PROPOSITION 1.5. Soient T, 8 deux elements lineairement independants 
de E' et U E @ n c&, UC r-I([- 1, 11) n s-I([- 1, 11). Alors U est hyper- 
6paule. En particulier, &%e est une base de %. 
11 est clair que L&, =& est une base de 4 si dim (E) = 1. Supposons 
done que dim (E) > 1, que r et s soient lineairement independants, et que 
U C r-i{ [ - 1, 11) n s-i([ - 1, 1). D’apres le lemme 1.3 il suffit a prouver 
l’absurdite de la relation p, q E E’, q-I(( - 00, 01) n p-l(O) C 0. Or il est 
iminediat que g--i{ ( - 00, 01) n p-i(O) est alors contenu dans r-i(O) n d(O), 
donc que p-i(O) C r-i(O) n s-f(O). On en deduit p-i(O)=ri(O)=s-l(O), ce 
qui contredit l’independance de r et de 8. cl 
2. FONCTIONS CONVEXES 
Pour chaque fonction numerique f definie dans A C E, l’dpigraphe de 
f est l’ensemble T ,,A = ((x, A) E E x B : x E A, f(z) 6 A}. Rappelons : 
LEMME 2.1. Soient A une partie de E, C E V, f E a* et g E RC. 
1. Si A est ferm6, alors f s.c.i. dans A + T~,A fermb dans E x’lil. 
2. Ti,;i =%. 
3. g E U(C) e T,,c~V(Exl3). 
4. C ferme, alors g convexe et s.c.i. dans C ++g convexe et a(E, E’)- 
s.c.i. dans C. 
6. g E %(C) ==+ g E %qq, g E e(6). 
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14: Comparer Ekeland et Temam [1976], p. 9-11. 
5 : La premiere assertion resulte de 2 et 3. Supposons done z, y, z E 5 
et 1 E (0, l), tels que x =2y+ (1 - A)z. 11 existe un voisinage F C C de z 
tel que 
Par consequent, 
g(x) = lim sup g(x’) = lim sup g Ay + (1 -A) 
VBZ’-W! PlZ’-+E ( (&+ j&j) Q 
gAg(y) + (1 -A) lim sup g 
VBE’-Ml ( 
g~Y+&)G 
adY)+(l-4 I;yfJ+;P dz’)=My)+(l-MG. 0 
LEMME 2.2. Soient x, h E E, ~1, YZ> 0 et f E a([~-Y&, z+ v&l), telle 
que f(x) f 00. La fonction 1 I-+ (f(x+ Ah) --f(x))/2 est croissante dans 
[-Yl, 0) u (0, %I. 
Cela r&n&e de Valentine [1964] et la remarque suivante. 0 
REIWRQUE 2.3. Soient .L+ une demi-droite dans E d’extremite x et 
f 6 w+), f(x) = - 00. Alors f = - oo dans Lf ou il existe un point y E L+ 
telle que f = - 00 dans [x, y), f(y) E R et f =CQ dans (y, +). 
PROPOWCION 2.4. Soient C E %?, muni de la topologie induite, H C U(C) 
et x E C. Supposons qu’on ait f < bc) dans C pour chaque f E H, que 
l’ensemble H’ = {f E H: f(x) + - m} soit borne en x et qu’il existe un 
voisinage W de x tel que W n c C C. Pour que H soit Bqui-s.c.s. en x, 
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites: 
u. Si 6~ 0, H est major6 dans un voisinage de x. 
/?. Si x 4 5, l’ensemble des restrictions a W n X’ des fonctions de H 
eat equi-s.c.s. en 2. 
11 est clair que CBS conditions sont necessaires. Reciproquement, soit 
I’ un voisinage de la diagonale de Rx n, contenant tout ensemble de la 
form0 (1) x [ - 00, a]. 11 faut prouver l’existence d’un voisinage U de 0 
tel que (fW9 f(y)) E v q ues 1 q ue soient feH et yE(x+U)nC. 
De la remarque precedente, appliqu6e a la fonction lcf+ 1Cccq il 
r&u&e que toute fonction f E H\H’ est egale a - oo dans 8 u {z}. Par 
suite, H\H’ est equi-s.c.s. en x. Supposons done desormais que H = H’. 
11 existe CX>1, U E 4(O) n V et M>O tels que 
IfWl <Jf, f(y) CM, x+ u c w, (f(x), f(O) E v 
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et {(A, A+ 2M/a) : 111 GM} C V, quels que soient f E H, y E (z+ U) n C et 
tE@+U)nW. Pour chaque zEl/aUn(--5+C) tel que [z,s+~lz]CC, 
on a 
f(x+z) -f(x)< (f(x+az) -~(x))/LY< ~M/oL (2.2). 
Pourchaquez~l/aUn(--+C)telque[~,x+orz]~C,ilexisteBE[l,ar) 
tel que z+j32 E (x+ U) n bC. Comme f(z+z)-f(z)<(f(z+@)-f(z))//3 et 
(fW* f(x + #WI E v, on a (f(z), f(w)) E V quel que soit w E (5+ l/8 U) n C. 
El 
COROLLAIRE 2.5. Soient U E 4 n V, x E U et H un sous-ensemble de 
U(U). Supposons qu’on ait f < 00 dans U pour toute fonction f E H et 
que H’= {f E H: f(z) # -cm} soit born6 en x. 
1. Pour que H soit Bquicontinu en x, il faut et il suffit que H soit major6 
clans un voisinage de x. 
2. Soit H’ borne pour la topologie de la convergence simple. Pour que 
H soit Bquicontinu clans U, il faut et il suffit que H soit major6 dans 
un voisinage d’un point y E U. 
1: Dans les notations de la ddmonstration pr&Adente on a 
f(x+ 4 -f(x) > (f(x - 4 - f(x))/( - 4 > - 2Mlw 
quel que soit 2 E l/a U n (-x+(Y). 
2 : On a H’ = H ou H =H’ u { - w). La demonstration d’usage (com- 
parer Ekeland et Temam [1976], p. 12) montre que H est majord clans 
un voisinage de tout point y E U. 0 
REMARQUE 2.6. Si H’ est born6 uniformdment dans U, l’bquiconti- 
nuite est m&me uniforme dans tout ensemble A C U. 
DEFINI!lTON 2.7. Soient U C E et f E Ru. On dit que f est Zocdement 
wnvexe dans U, notation f E %I( U), s’il exiate un recouvrement ouvert 
( Vt)taI C 4 n V de U, tel que V; n U soit convexe et l~,~ u f E a( Vr n U) 
pour tout i E I. 
LEMME 2.8. Soient U E Q, W E @ connexe, 00 >f E VI( U) et g E VI( W), 
g-co0 dans W. 
1. XE K, g(x)=-00 =+lwg= -w. 
2. (x, y) c u =+ f E ~(w, y)). 
3. UT) VE@nW+/fE(V). 
1: Soit A={yE W:g(y)= --co}. A est non vide. En effet, soit 
V E 9(O) n V tel que (x+ V) n K soit convexe et g E a((x+ V) n W). 
D’aprAs la remarque 2.3, g= --oo dans l’ouvert non vide (z+ V) n W. 
Pour achever la demonstration il suffit 21 prouver la relation z E 2 n W +- 
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=E- z E A. Choisissons I’ E 4(O) n Q symmetrique tel que (z+ V) C W et 
g E V(z+ V). 11 existe un point p E (z+ V) n A. Comme z+ QV eat contenu 
dans la reunion des demi-droites d’extr6mit6 p, l’asserion resulte de la 
remarque 2.3. 
2: D’aprQs le corollaire 2.5 et 1, on a j E $@((x, y)) ou j= - 00 dans 
(x, y). Si j n’est pas convexe dans (x, y), il existe deux points distincta 
z’, y’ E (2, y) et une fonction affine 4, tels que (f$- j)(z’) = (&- j)(y’) =0 
et tels que 4 - j atteigne une borne inferieure c 0 dans un point x” E (z’, y’). 
La fonction 4-j &ant localement concave, elle est constante dans un 
voisinage de x”, ce qui contredit la connexion de (x’, y’). cl 
On a la propri6M de tronquage suivante: 
PROPOSI!l’ION 2.9. Soient U, VE@, oo>uEVi(U), oo>vE%i(V) et 
supposons U C V, On pose 4= 1~ sup (u, v) + lr\nv. Les propri&& sui- 
vantes sont Bquivalentes : 
1. CEVI(V). 
2. Pour chaque droite L, la restriction de G 8, L n V est S.C.S. 
1 =+ 2 : Cela resulte du lemme pr&Adent. 
2=+1: Soient WE%~V, WCV, yeUn W et zEWn(V\U). 11 
suffit a verifier qu’on ait Q E U((y, 2)). Si la fonction v n’est pas finie dans 
(y, z), on a w = - oo dens (y, z) et par suite aussi u= --oo. Supposons 
done que ‘u E W((y, 2)). Quel que soit E > 0, la fonction 
G*= lu sup (U--E, v)+ lr\r,rV, 
&ant Bgale a w dans un voisinage de chaque point front&e de U dans 
(y, z), est localement convexe dans (y, z). Par suite, us est convexe dans 
(y, 2) (2.8) et G= lima+0 4% E U((y, 2)). cl 
3. SOUSDIldRENTIELS 
Rappelons : 
DEFINITION 3.1. Soient ACE, j~a-4, xeA et PEE’. 
1. On dit que p est un sow-gradient de j en x par rapport B, A, notation 
p E Wf,A(z) (ou parfois p E of(x)), si j(x) En et si 1’On a y E A =i- j(y) - 
-j(X)>P(Y-4. 
2. La fonction multivoque x I+ Wj,A(z) est appekk le sow-dijjkrentiel de j 
(comparer Pogorelov [1973], p. 513). 
3. La /On&m mdtivoqw TdCipWp&e OzA eSt dt%nie par 
4. L’image rkiproque forte e&(X) d’une partie X de E’ est l’ensemble 
(X E A : of,&) C x}. 
6. x E A est un point exposk de j s’il existe p E Wf,A(x) tel que {x}=wi;:(p). 
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Dans Ekeland et Temam [1976] p. 20-28 on trouvera la plupart des 
resultats suivants : 
LEMME 3.2. Soient XEACE, fe’@ et PEE’. 
1. Uj,A(x) est un ensemble convexe et o(E’, E)-ferme. 
2. B c A ==+ cof,A(x) C coj,~(Z). 
3. g E aA ==+ Oj,A(x) + O&A(X) c Wj+g,A(%). 
4. A>0 ==k- Cc)r?f,&) =hj,A(X). 
5. y E E, t E (x, Y), E, tl C A, f E u([x, ~1) =+- wv-44 C w,tz,v~W 
6. t’ E a(x), v c A E v, f E V(A) ==+ wj,~+) = Wj,A(x). 
7. f-p eat une fonction constante dans l’ensemble convexe wL&). 
8. p E Wj,&) si et Sedement si f(x) EB et y I+ f(x)+p(y-2) dt%nit un 
hyperplan d’appui de T~,A dans E x 33. 
9. wj,a(y)#Ib pour chaque YEA, AEV=+ffE(A). 
1: Soit r un point d’adherence de wj,A(X) et soient y E A et E > 0. 11 
existe q E Oj,A(x) tel que [r(x)-q(z)/ <E et Ir(y)-q(y)l<c donc f(y)-f(x)> 
>q(y-x)>r(y-x)-2& et T E Oj,A(x). 
5: soient r E Oj,A(x), z E [x, y] et SUpposonfd f(z) -f(x) <r(z-x2). On & 
z $ A et t=Lr+(l--L)z pour un L E (0, l), done 
f(~)-f(x)<(1-4(f(4-f(x))<P-M~-4=~(t--), 
ce qui est absurde. cl 
LEMME 3.3. Soient y 15 U E %! n V, g E U(U) finie et continue en y, 
11~ 0 et yl E E tels que y ++yl E U et g(y + Ayi) >g(y) quel que soit 
3, E [0, Ji]. Alors il existe p E o,,n(y) verifiant 
O=cP(Yl) = {sup a(y1): g E %,U(Y)& 
Castaing et -Valadier [1977], p. 26. q En particulier, w,,v(y) # (b si g 
est finie et continue en y. 
Dens les Bnonces suivants, 4 designe une deuxieme topologie locale- 
ment convexe sur E, compatible avec la dualite. 
PROPOSITION 3.4. Soient U E 9, A c U et H une partie de &u. 
1. Si H est Bquicontinue uniformement dans A, l’ensemble WH,U(A)= 
= u {oj,r~(x): f E H, z E A} est equicontinu. 
2. Reciproquement, supposons U E V et H C %9(U). Si B est une partie 
convexe de U, l’equicontinuite de WH,V(B) par rapport a 4 entraine 
1’6quicontinuite uniforme par rapport a @ de l’ensemble des restric- 
tions de H h B. 
1: Soit W E 4?(O) n V symmetrique tel que A+ W C U. Pour chaque 
-A, YE K f EH et s=wj,~(x) on a zdy)<f(x+y)-f(x) et z-d--Y)< 
<f(x-Y)-f(N. 
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2: Soient&>OetWE~(O)telsqueI~(t)l<EpourtEWetpECr)~,~(B). 
Soient y E W, f E H et x E B tels que z+ y E B. 11 suffit & 6tablir l’existence 
d’une fonctionnelle p E cq,v(B) telle que p(y) = f(x+ y) -f(x). Or, il existe 
un point z E (x, z+ y) C B tel que l’application z + ily I+ 1(/(x + y) -f(y)) + 
+ f(z) defmit une variete lineaire dans E x ‘& ne recontrant pas l’ensemble 
convexe non vide 4f.r~. La forme geometrique du theoreme de Hahn- 
Banach entraine alors l’existence d’une fonctionnelle p E wf,&) telle que 
P(Y)=f(x+Y)-f(x). 0 
Rappelons (Smithson [1972], p. 32), qu’une fonction multivoquc cst dite 
co&inue (ou s.c.i.) si l’image reciproque d’un ensemble ouvert est ouvert 
et qu’elle est dite cocontilzzce (ou s.c.s.) si l’image reciproque d’un ensemble 
ferme est ferme. 
THEOREME 3.5. Soient U E 4 n V et H C 59f*c( U). Munissons H de la 
topologie de la convergence simple dans U et U de la topologie induite 
par &. Supposons que, quel que soit x E U, il existe v E 4(O) tel que 
w~,u((x+ V) A U> soit equicontinu par rapport a @. Alors, la fonction 
multivoque (x, f) I+ cuf,u(x) est cocontinue dans U x H. En outre, on a 
WF,U(K) E S(E’) quels que soient F E Z(H) et R E ,X(U, 4). 
Prouvons que l’image reciproque A = {(x, f) E U x H: of,u(x) n L z O> 
d’une partie fermee L de E’ est fermee dans U x H. Soit (x, f) E U x H 
limite d’une base de flltre .F sur A. 11 existe V E d?(O) tel que 
WH,U((X+ V) n U) soit une partie Bquicontinue, et par suite relativement 
compacte (Bourbaki, EVT, chap. IV, 8 2, prop. 2), de E’. La trace 3 
sur L n COH,TJ((X+ V) n U) d e 1 ‘image par cu. ,v(. ) de la trace de 9 sur 
(U n (x+V))xH t es une base de hltre. 9’ possede done un point 
d’adherence p EL et il reste a prouver que p E wf,u(x). 
Soient E> 0 et y E U. 11 existe W E e(x), W C xf V, tel que 
~EH,~E Wn U =+I~(~)--~(x)I<E 
(prop. 3.4.2) et 
t E WV, q E wY,u(x) =+ Iq(q-q(x)l<~. 
En outre, il existe F E 9 tel que F C ( W n U) x H et 
(t,g)~F =+Is(4--f(4l<~, Iskd-fWI<E. 
La forme lineaire p &ant adherente a 9’, il existe t E W n U, g E H et 
q E og,dt) n L, tels we (4 g) E F, I&4 - q(x)1 <E et My) - qWl < E. Enfin, 
on a 
f(Y)-~(Y)>g(Y)-q(Y)-2&>g(t)-q(t)-2&~g(x)-q(x)-4&~ 
>f(x) --P(X) - 6~. 
Par suite, r, E cof.&). 
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Pour 6tablir la deuxieme assertion, il suffit L remarquer que, d’aprhs 
le lemme 3.2.1 et la prop. 3.4.1, chaque ensemble CO~,U(Z) est o(E’, E)- 
compact. L’enonce resulte alors d’un th6orAme g&&al pour les fonctions 
multivoques cocontinues (Smithson [1972], p. 34). 0 
REYARQUE 3.6. Dans le cas &= 9, la condition d’6quicontinuit6 
locale de OH,“{ U) est satisfaite si H est localement uniformement equi- 
continue (prop. 3.4.1). 
COROLLAIRE 3.7. Soit f la limite d’une base de filtre .F sur H et soit 
K E ,X( U, 4). Pour chaque voisinage 0 de wf,&K) il existe F E 3 et 
WE @(K) tels que OF,U(W n U) C 0. 
En effet, o.,u( -)-l(O) = C w.,u( .)-(CO) est ouvert dans U x El et contient 
K x {f}, U &ant muni de la topologie induite par 0. 0 
PROPOSITION 3.8. Soient M un sous-espace ferme de E’, U E %Y n V, 
V E 9?(O) n V et z E E tels que z+ 7 C U et tels que V n MO soit borne 
dans MO, H C WJ( U), f E W*C( U) limite d’une base de filtre $ sur H 
pour la topologie de la convergence uniforme dans (x+ 7) n (x+ MO) et 
1, E E’. Supposons qu’on sit: 
1. z est un point expose de f, de sorte que {x> = w<u(p). 
2. MO eat reflexif. 
3. 0 n’est pas le seul point adherent pour a(Mo, E’/M) de tout fIltre B 
sur la frontiere de V dans MO verifiant 
lim (~-P)(Y) = (f--24(4. 
y,x+g 
Alors, il existe F E 9 tel que p E W~,IJ(X + V) + M quel que soit g E F. 
11 est olair qu’on peut supposer z = 0. Posons P= MO, 8’ =E’/M, 
o=Unh?, P=Vn8,f^=1~f,$=nM(~),&larestrictionde.F9,~et 
& le sous-differentiel dans 8. v est un voisinage a($, @)-compact de 0 
et l’on a $ E &ifi(O) et j(y) -p(y) >f(O) quel que soit y E br. Montrons 
d’abord qu’il existe E > 0 tel que inf {(i-$)(y) : y E a P} >3(0) + E. Supposons 
le contraire. 11 existe alors une suite (y,) C bP telle que 
(3-I)(o)+l/n>(3-g)(y,)>~-~)(o). 
Soit z E 7 un point adherent pour la topologie affaiblie de 8 du flltre 
Umentaire associ6 21 (yR). 11 existe un filtre plus fin g sur bP, de limite z, 
tel que 
f; t3-$w =3w 
, 
D’apres la troisieme condition on peut supposer z # 0. Pour chaque t E U 
on a donc 
f(t)-f(z)>/(t)- 1 im 
Yt9 
inf (f(Y) -P(Y)) - ;; P(Y) =f@) -f(O) -2-w > 
s 
w,(t) -2-m 
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(Bourbaki, EVT, Chap. 2, $ 6). 0 n en dt5duit p E of,t~(z), ce qui contredit 
l’hypothese que 2 soit un point expost5. Finalement, comme p est dans 
bP limite de & pour la topologie de la convergence uniforme, il existe 
3 E & tel we l(y) -d(O) > fib) P our tout y E bV et fi E P. La fonction 
8 - fl atteint donc sa valeur minimale dans un point z E V, ce qui prouve 
fi E &p:+(z) C cj;. ^o( V>. La forme gdometrique du theoreme de Hahn- 
Banach entraine alors que l’on a $ E IGM(W~, v( V)). 0 
REUQUE 3.9. Dana cette proposition, la condition 3 eat done equi- 
valente & l’existence d’un nombre E> 0 tel que (f-p)(z) ;b (f -p)(s) +E 
pour tout point z dans la frontiere de x + V dans x + MO. Si la oodimension 
de M eat finie, les conditions 2 et 3 sont vides. En particulier, si E est de 
dimension finie, on peut supposer bl= (0). 
EXEMPLE 3.10. SOit (c?,),,, la base canonique de l’espace de Hilbert 
E=Zz(N), muni de la norme [(.]I: (z A I+ (zrN lz#)‘. Designons par n&r) ) 
la composante d’indice n de x par rapport B (en). Soit U la boule unite 
ouverte. Lea fonctions 
sont finies et convexes (Cauchy-Schwarz). L’ensemble H de ces for&ions 
est uniform~ment ~quicontinu dans u et UN --f u uniformement dans u. 
Identifions B et E'. On v&ifie ailment que 
Ou,~(X) = I-J An, oh An= 
1 1 
- - - si n&$=0, 
(I n+l’ n+l 1 
si@ (nn(x)) si nn(x)# 0 n+l 1 9 
CD+,U(X)= nA,N, oh A,N=A, si n<iV et A,N= si n>N. 
(I 
1. La fonction multivoque (x, V) I+ o~,u(x) n’est pas continue dans U xH. 
En effet, 
Vc= pE8.:n~i+In&p)l<---& 
( 1 
eat un voisinage ouvert de 0 dans E', tandis que n,(w~u( I“)) = (0) 
si n < i. Par suite, l’ensemble oiu( Vr) n’est pas ouvert et mbme la 
fonction multivoque z I--t ou,u(x) n’est pas continue. 
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2. En posant M= (0) dans la proposition 3.8, cet exemple ne v&ifie ni 
la troisikme condition ni l’Qnonc6 de cette proposition. En effet, 0 est un 
point expose de u, {O}=W;O@), p # ou,,u(U) et lim (u-p)(~)= 0 
kc0 
( 1 1 pour tout p E JJ - - - . n n+l’n+l > 
(To be continued) 
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